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Ist es moglich die Entstehung von Galaxien zu simulieren? Um diese Frage zu
beantworten bin ich zu dem Schluss gekommen, dass ich das doch einfach mal aus-
probieren sollte. Dazu habe ich das Navarro-Frenk-White Profil implementiert um
anschliefen die Krifte die Zwischen den Sternen wirken zu berechnen. Dabei stat-
tete ich die Sterne mit einer zufélligen Masse aus und Unterteilte die Galaxie in
dynamisch-grofle Zellen um die Simulation stark zu beschleunigen. Um eine Stabile
Galaxie zu simulieren miissen jedoch alle Sterne in der Galaxie eine Anfangsge-
schwindigkeit besitzen die sie auf eine Kreisbahn lenkt, damit die Kraft, welche die
Sterne in die Mitte der Galaxie zieht ausgeglichen werden.
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1 Einleitung

Das Projekt ist nach meinem vorletzten Jugend-Forscht
Projekt entstanden: Ich habe ein Praktikum in Astrono-
mischen Rechen Institut in Heidelberg genutzt, um mit
einem Doktoranden® das Navarro-Frenk-White Profil, das
zum generieren von Punkt Wolken genutzt wird, zu visua-
lisieren. Anschliefend hat sich das Projekt ein bisschen
verlaufen, irgendwann beschloss ich jedoch, dass das Pro-
jekt weiterzufithren und statt nur statische Galaxien zu
generieren dazu iiberzugehen die Galaxien zu simulieren,
also die Entwicklung einer virtuellen Galaxie zu untersu-
chen. Eines der Entscheidenden Probleme war die Lauf-
zeit der Simulation. Das Problem das es zu l6sen galt, war
die Nutzung von mehreren Threads mit der Nutzung des
Barnes-Hut Algorithmus zu kombinieren. Das Ergebnis ist
sehr schon: Durch die Nutzung der Programmiersprache
Go war das einbauen der Nutzung von mehreren Threads
vergleichsweise einfach.

2 Vorgehensweise

Wie schon in der Einleitung beschrieben habe ich mehre-
re Techniken kombiniert um mein Ziel zu erreichen. Das
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komplette Projekt ldsst sich in mehrere Abschnitte un-
terteilen: Die Generierung der Punkt Wolke, aus der eine
Galaxie abstrahiert wird. Die Simulation der Galaxie bei
der die Krifte die in der Galaxie wirken berechnet werden
und daraus die Geschwindigkeit und Richtung in die der
Stern fliegt.

3 Generieren

Das Generieren der Statischen Punkt Wolke aus der die
Galaxie abstrahiert wird ist ein wichtiger Bestandteil des
Gesamtprojektes, denn alles baut auf ihr auf. Kurz: um
Krifte zwischen Sternen zu berechnen braucht man erst-
mal Sterne!

3.1 Das Navarro-Frenk-White Profil

Das Navarro-Frenk-White Profil (NFW-Profil) ist ein Pro-
fil das genutzt wird, um die Rdumliche Massen Verteilung
von dunkler Materie anhand von Halos die in N-Koérper
Simulationen simuliert wurden, zu generieren. Das NFW-
Profil kann jedoch auch genutzt werden um die Massen
Verteilung von Sternen darzustellen. Das Profil generiert
fiir einen gegebenen Abstand r zum Mittelpunkt der Ga-
laxie eine Wahrscheinlichkeit p. Die Funktion sieht dabei

wie folgt aus: NFW
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pNFW(T) =

Es kann nun mithilfe der Random-Sampling Methode
(3.2) ermittelt werden, ob ein Stern beibehalten wird oder
nicht.

Méchte man nun herausfinden wie weit ein Punkt mit
der Koordinate (x1, 2,23 vom Mittelpunkt des Raumes
entfernt ist, kann der Satz des Pythagoras (2) verwendet

werden.
ry = \/ai + 23 + 3 (2)

Der Abstand r3 zum Mittelpunkt des Raumes kann nun
in das NFW-Profil (1) gegeben werden um einen Wert s
zu ermitteln welcher beim Random Sampling verwendet
wird:

=5 (3)

Dieser Wert s stellt die Wahrscheinlichkeit dar, das ein
Stern der eine Entfernung r vom Mittelpunkt der Galaxie
besitzt existiert.

Die Galaxie sieht aus der Ferne jetzt jedoch aus wie
ein Wiirfel, da die aus pyrw, resultierende Kurve abrupt
endet. Dies kann gelost werden, indem statt pypw, (r)
folgendes gerechnet wird: pnrw, (1) — pnEw, (Tmaz) =
PNFW,(T)

pNFEW(r) = -

Veranschaulichung:

PNFW;, (I)

X
pNFWQ(x)

Problematisch ist hierbei die Tatsache, dass aufgrund
der Verschiebung die Anzahl der Sterne die in Relation zu
dem Bereich in dem sie generiert werden sehr stark sinkt.

3.2 Random Sampling
(4)

Sei s ein zufillliger Wert im Intervall ). Generiert man
nun einen zufilligen Wert r im Intervall ¢, kann man
schauen ob s > r Vs < r gilt. Ist 7 > s, wird der Stern
verworfen, ist r» < s wird der Stern behalten.

Y = [p(rmin); P(Tmaz)]

Veranschaulichung:

In der obigen Abbildung ist zu sehen wir zwei zufillige
Punkte s; und ss generiert wurden.

Angenommen es wurde ein Stern generiert fiir den nach
Formel (2) gilt: » = /22 + 234+ 23 = --- = 1. Es wird
dann ein Zufilliger Wert p(rz) im in (4) definierten In-
tervall generiert. Die folgenden zwei Félle kénnen dann
eintreten und werden wie in (5) abgehandelt.

— Stern wird beibehalten

{31 < NFW(ry) )

S1 > NFW(Tl)

— Stern wird verworfen

3.3 Lookup Tabellen

Statt nun fiir jeden Stern die Distanz des jeweiligen Ster-
nes r in das NFW-Profil (1) einzusetzen, kann das NFW-
Profil im vorhinein berechnet werden. Es wird dabei ei-
ne Tabelle erstellt in der die Entfernung des Sternes zum
Mittelpunkt der Galaxie der jeweiligen Wahrscheinlichkeit
zugeordnet wird:



m nEN|p, neN

1 P1
T2 P2
T3 P3
Tn Pn

Die Tabelle kann jedoch nicht so genaue Ergebnisse lie-
fern wie das NFW-Profil, sie kann jedoch so angepasst
werden, dass sie in den Arbeitsspeicher passt und somit
das NFW-Profil so genau wie moglich widerspiegelt und
das Generieren stark verbessert. Mit geniigend Arbeits-
speicher ist der Fehler dann auch vernachlissigbar. Ein
Kritischer Faktor, der beachtet werden muss wenn Loo-
kuptabellen genutzt werden, ist die Geschwindigkeit des
jeweiligen Speichermediums. Nutzt man z.B. Eine sehr
langsame Festplatte kann es mehr Sinne machen die jewei-
ligen Werte direkt zu berechnen. Dagegen ist eine schnelle
SSD (Solid-State-Drive) um einiges schneller.

TODO: Versuchsreihe.

3.4 Beschleunigung der Generierung

Es existieren mehrere Moglichkeiten die Generierung der
Punkte zu verbessern.

FEine gute Moglichkeit ist die Nutzung von mehr Re-
chenleistung. Bei der Nutzung von n mal sovielen Rechen
kernen ist das Generieren von Sternen n mal schneller. Die
Server des Server-Hosters Hetzner kénnen dabei gut ver-
wendet werden: Es wird stiindlich abgerechnet und 32 Ker-
ne mit 128 GB RAM kosten ~ 50ct/h was es ermoglicht
fiir einen vergleichsweisen Giinstigen Preis, sehr viele Ko-
ordinaten zu generieren.

Die Ausgabe von jeder Potentiellen Koordinate in die
Kommandozeile verlangsamt die Generierung unglaublich
stark, da der Rechner darauf wartet das die Ausgabe fer-
tig ist bevor er mit der néchsten Rechnung beginnt was
zu einer relativ starken Verlangsamung der Generierung
fiihrt.

4 Simulieren

4.1 Die Entstehung von Galaxien

“Eine Galaxie ist eine durch Gravitation gebundene grofie
Ansammlung von Sternen, Planetensystemen, Gasnebeln
und sonstigen Stellaren Objekten. “ 2

Demnach ist es relativ Einfach eine Galaxie zu generie-
ren: es werden einfach ganz viele Objekte in einen Raum
geworfen. Das reicht jedoch nicht um die Objekte als Ga-
laxie definieren zu kénnen, da sie nicht “durch Gravitation
gebunden“ sind.

Um dies zu tun muss die Kraft zwischen allen Objekten
in der Galaxie berechnet werden um damit die Position der
jeweiligen Objekte nach einer bestimmten Zeit bestimmen
zu kénnen.

Dies reicht jedoch auch nicht um eine “stabile“ Gala-
xie zu generieren: berechnet man nur die Krifte die auf
ruhende Objekte in einem Reibungsfreiem Raum wirken,
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wiirden alle Objekte zum Massenmittelpunkt gezogen wer-
den und die Galaxie wiirde somit implodieren. Es ist also
notig auf die Sterne in der Galaxie Anfangs Kriifte zu wir-
ken. Diese Krifte sind durch die Rotation der Galaxie um
den Massenmittelpunkt der Galaxie definiert, man rotiert
also die Galaxie und gleicht durch die Zentripetalkraft, die
Kraft die Alle Sterne Richtung Massenmittelpunkt zieht
aus. Rotiert man die Galaxie jedoch zu schnell, explodiert
sie Formlich, da die Sterne nicht mehr zusammengehalten
werden und die Fliehkraft sie einfach auseinanderzieht.

4.2 Berechnung der Beschleunigungen

Um die Beschleunigung die auf einen Stern wirkt zu be-
rechnen wird folgendes berechnet:

AM,
A2 (6)

G steht hier fiir die Universelle Gravitationskraft, AM
fiir die Masse des Objektes das Umkreist wird und Ar fiir
die Entfernung zum Mittelpunkt des Objektes das um-
kreist wird. Problem ist, dass kein Objekt umkreist wird
sondern eine grofle Anzahl an Sternen. Es ist also nicht
moglich mithilfe von herkémmlichen Methoden die Be-
schleunigung die auf einen Stern wirkt zu berechnen.

TODO: und jetzt?

a=G

4.2.1 Die Kraft als Vektor

Um die Kraft als Vektor darzustellen, muss die Formel 6
mithilfe von Vektoren wiefolgt neu aufgestellt werden:

mymg T2 —T1

Fiy = -G (7)

|7"12\2 . |7‘2 - 7‘1|
N——

Scalar Vector

Die Summe der Krifte die auf einen Stern wirken ist
somit die Summe aller Kréfte die zwischen dem jeweiligen
Stern a und allen anderen Sternen wirken:

(8)

4.2.2 Berechnung der Umlaufgeschwindigkeit

Die Umlaufgeschwindigkeit kann berechnet werden, indem
die Kraft die die Sterne in die Mitte der Galaxie zieght
(F =G- mgM) mit der Zentripetalkraft (Fz =

s

gleichgesetzt wird:

o=y )
Mp steht dabei fiir die Masse der Erde, G fiir die Gra-
vitationskonstante und r fiir den Bahn Radius. Da wir je-
doch nicht in der Erdumlaufbahn, sondern in einer Galaxi-
en Umlaufbahn hantieren, kénnen wir nicht die Masse der
Erde nutzen. Wir miissen daher eine andere Moglichkeit
nutzen, die Grofle der Masse, die den Stern in Richtung
Massenmittelpunkt zieht zu berechnen.
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4.2.3 Ellipsen und die Geschwindigkeit der Ster-
ne

Da die Sterne nicht auf perfekten Kreisbahnen um den
Mittelpunkt der Galaxie fliegen muss in betracht gezogen
werden wie die Sterne auf Elliptischen Bahnen orbitieren.
Wichtigt ist dabei die Geschwindigkeit, diese muss zwi-
schen der ersten Kosmischen Geschwindigkeit v, und der
zweiten Kosmischen Geschwindigkeit vp liegen. Die bei-
den Kosmischen Geschwindigkeiten sind folgendermaflen
definiert:

GM

Vg1 =\ —— (10)
2GM

Vg2 = , (11)

Die Tatsache das die Sterne auf Elliptischen Bahnen
unterwegs sind ist fiir die Berechnung irrelevant, da eh fiir
jeden Zeitschritt ¢ eine neue Kraft berechnet wird aus der
eine Beschleunigung berechnet wird die wiederum die neue
Position des Sternes ergibt. Hilt man die Geschwindigkeit
der Sterne somit im Intervall (vgi;vk2), dann ergibt sich
(in der Theorie) von alleine eine elliptische Bahn.

4.3 Entwicklung der noétigen Software

Die Software ist komplett in Golang geschrieben was
die Nutzung von mehreren Threads mithilfe von Go-
Methoden stark vereinfacht. Um den Barnes-Hut Algorith-
mus anzuwenden muss die Galaxie in einen Octree unter-
teilt werden. Dabei wird eine Zelle definiert die alle Sterne
beinhaltet welche anschlielen solange unterteilt, bis eine
der drei End Bedingungen eintrifft.

4.3.1 Zu lé6sende Probleme

Ein Problem das auftritt wenn die Krifte zwischen al-
len Sternen berechnet werden ist, dass der Rechenaufwand
O(n-n —1) ~ O(n?) betriigt.

Es kommt zu Problemen, wenn der mittlere Fehler, der
bei der Berechnung der Kraft entsteht grofler als die wir-
kende Kraft wird. Dies passiert unter anderem dann, wenn
der Abstand zwischen den Sternen so grofl wird, das die
wirkende Kraft so gering ist das sie mithilfe von Com-
putern nicht mehr sinnvoll dargestellt wird. Statt nun mit
Rundungsfehlern zu rechnen, kénnen diese Sterne, die sehr
weit entfernt vom Stern dessen Krifte berechnet werden
sollen, einfach nicht mehr beachtet werden, da sie nicht
sinnvoll beitragen. Um dieses Problem zu lésen wird der
Barnes-Hut Algorithmus verwenden. Dieser Algorithmus
unterteilt einen Bereich in variabel grofle Zellen und min-
dert die Laufzeit von O(n?) auf O(nlog(n).

4.3.2 Generierung von Quadtrees und die Nut-
zung des Barnes-Hut Algorithmus

Um nun einen Quadtree (einen k-ndren Baum mit jeweils
vier Kindern) zu generieren die die komplette Galaxie um-
fasst, muss erstmal definiert werden wie grofl die Galaxie
iiberhaupt ist. Dazu werden, falls bereits Sterne vorliegen,
die jeweiligen Extrempunkte (minimales x, minimales y,

Abbildung 1: Unterteilung einer Galaxie in verschiedene
Zellen

Abbildung 2: Die in Abbildung 1 dargestellte Galaxie als
Baum dargestellt

maximales x und maximales y) bestimmt und die Wurzel
Zelle mithilfe diese Werte entsprechend skaliert. Falls je-
doch noch nicht bekannt ist wie grofl die Galaxie sein wird,
muss abgeschétzt werden wir grof3 sie werden konnte, d.h.:
es wird bei der Generierung geschaut in was fiir einem Be-
reich die Sterne Generiert werden.

Wurzel Knoten = (0, 0), Breite = b (12)

Um die Kraft die auf einen bestimmten Stern wirkt zu
berechnen, wird der Baum von der Wurzel aus nach un-
ten durchlaufen. Beispiel: Berechnung der Kraft die auf
den Stern A wirkt. Der ’Quadtree’ wird von oben nach
unten durchgegangen, also wird das Verhéltnis zwischen
der Entfernung des Massemittelpunktes zu dem Stern A
(= 42) und der Breite der jeweiligen Zelle (100) berechnet
(Formel 13): 120 % 6 = 0.5.

f = —
r

(13)

Ist das Verhéltnis grofler als ein im vorhinein definierter
Grenzwert 6, dann wird weiter in den Quadtree ineinge-
gangen und eine Ebene tiefer rekursiv weitergepriift.

Hierbei ist es wichtig, dass die Sterne richtig in den
Baum eingefiigt wurden, d.h.: Die eigentlichen Sterne
miissen in den Bléttern liegen. Um dies zu erreichen,
miissen die Sterne beim einfligen immer in der Blétter
verschoben werden.



(b) Stern B kann
nicht eingefiigt wer-
den, da der Slot
durch A belegt ist,
also wird A weiter in
den Baum versickert.

(¢) B wird nun ein-
gefiigt, da sich B je-
doch nicht in einem
Blatt befinden, muss
B weiter versickert
werden.

(a) Anfangszu-
stand. Der Stern
B soll in den
Baum, indem sich
bereits A befindet,
eingefiigt werden.

(d) Damit B versickert werden
kann, wird der Platz der durch
A besetzt wird freigemacht, in-
dem A weiter versickert wird.

(e) B kann jetzt in den Baum
versickert werden und ist nun
ein Blatt.

Abbildung 3: Schrittweises einfligen des Sternes B in einen
Baum, indem sich bereits ein Stern (A) befindet.

zu einem praktischen Hilfsmittel macht. Er speichert die
X und Y Komponente der jeweiligen Struktur die er dar-
stellen soll als float64-typ.

type Vec struct {
X float64
Y float64
7 float64

}

method (Vec2) insert ()
method (Vec2) insideOf (
func newVec2() Vec2 {...}

) bool {...}

Mithilfe des Vec2-typens kann ein Kompletter Stern de-
finiert werden. Dabei wird ein Stern mithilfe seine Posi-
tion C, seiner Geschwindigkeit V', und seiner Masse M
beschrieben.

type Star struct {

C Vec
\% Vec
Mass float64

}

method (Vec2) insideOf() bool {...}

if node.hasstar () {

}

Wie in Abbildung 3 zu sehen ist, wird erst der bereits
existierende Stern weiter in den Baum versickert, der Stern
welcher eingefiigt werden soll wird danach ebenfalls in den
Baum Versickert bis er sich in einem der Blédtter befindet.

Die Koordinate des Massenmittelpunktes ¢ des jeweili-
gen Knotens kann wie in Formel (14) beschrieben berech-
net werden:

n n
<= | S Ea (14)
2mi ) m
i=0 i=0

Es ist somit durch 6 eine End Bedingung gegeben, wel-
che verhindert das zu weit in den Baum vorgedrungen wird
und somit auch verhindert, dass Sterne die in einer zu
groflen Entfernung zu dem ursprungssten liegen und dicht
genug grupiert sind zusammengefasst werden.

4.3.3 Implementierung des Quadtrees

Um generell irgendwas zu tun muss in fast allen fillen et-
was definiert werden. Zur Simulation von Galaxien brau-
chen wir vor allem eine Methode, Sterne einheitlich zu de-
finieren. Der unten definierte Vec2-typ kann einen Vektor
oder eine Koordinate darstellen was ihn in der Anwendung

Um einen sogennanten quadtree bzw. octree aufzubau-
en wird erstmal eine R&umliche Begrenzung benétigt,
die einem Raum beschriebt indem die Sterne enthalten
sind oder nicht. Diese grenze ist als ‘Boundary‘ definiert,
es wird dabei der Mittelpunkt der Begrenzung und die
kiirzeste Entfernung zwischen mittelpunkt und Huflerer
Begrenzung genutzt um den Raum zu definieren.

type Boundary struct {
Center
HalfDimension

Vec
float64

}

function newBoundary() {...}

Der eigentliche QuadTree bzw. Octree beinhaltet eini-
ge Informationen: Die Anzahl in ihm enthaltene Sterne,
die Raumliche Ausbereitung, die eigentlichen Sterne als
Star2D definiert und die Rekursionstiefe als integer. Die
Definition des Quadtrees der Unten zu sehen ist enthilt
Zeiger zu den Kindern des Quadtrees und ist somit rekur-
siv definiert was es einfach macht neue Kinder zu erstellen,
da diese eine Kopie ihre Eltern mit einer anderen Begren-
zung darstellen wodurch die in ihnen enthaltenen Sterne
weniger werden.

type QuadTree struct {

StarCount int
Boundary Boundary
Star [] Vec2
NorthWest *QuadTree




NorthEast xQuadTree
SouthWest xQuadTree
SouthEast xQuadTree

ReccursionDepth int
}
method (QuadTree) insert(Star) bool {...}
method (QuadTree) subdivide() {...}

4.3.4 Benchmarking

Um den Geschwindigkeit Vorteil darzustellen, kann die
Kraft zwischen n homogen verteilten Sternen berechnet
werden. Einmal mit der Brute-Force Methode und einmal
mit der im Barnes-Hut Algorithmus beschriebenen Metho-
de.

4.3.5 Runge-Kutta Methoden

Die Runge-Kutta Methode wird genutzt, um die Position
eines Objektes nach einer Beliebigen Zeit zu approximie-
ren. Dabei kann, bei Nutzung eines moglich kleinen Zeit
Schrittes, ein sehr genaues Ergebnis erzielt werden. In un-
serem Fall haben wir einen Stern auf den eine Kraft wirkt.
Wir wollen die Position des Sterns nach einem Zeit schritt
berechnen, jedoch auch eine andere Kraft mit einbringen
um die Sterne auf eine Elliptische Bahn um die Mitte der
Galaxie zu bringen. Die Geschwindigkeit die der Stern da-
bei annimmt kann mit der folgenden Formel berechnet
werden:

v=+ar (15)

4.3.6 Goroutines

Die Nutzung von mehreren sogenannten Go-Methoden ist
unglaublich effektiv, da es die Zeit die gebraucht wird das
Programm auszufiihren drastisch verringert. Die Imple-
mentation ist ebenfalls unglaublich einfach, es recht

4.4 Netzwerk

Damit das Projekt so gut wie moglich skaliert, wird die
Anwendung in mehrere kleine Dienste aufgeteilt die jeweils
eine Funktion iibernehmen und untereinander kommuni-
zieren. Dabei lduft jede Anwendung in einem eigenen Con-
tainer (siehe 4.4.2) und kann somit in falle eines Nadelshrs
mehrfach gestartet werden und {iber einen Reverse-http-
Proxy (siehe 4.4.4) mit Daten versorgt werden.

4.4.1 Die verschiedenen Dienste

Um die Generierung der Punkt Wolken und die anschlie-
Bende Simulation der Wolke in einzelne Micro Services auf-
zuspalten muss erstmal definiert werden fiir welche Dien-
ste es iiberhaupt Sinn macht sie in einzelne Instanzen
abhéngig bzw. unabhéngig von einander agieren.

4.4.2 Docker

“Docker vereinfacht die Bereitstellung von An-
wendungen, weil sich Container, die alle nétigen
Pakete enthalten, leicht als Dateien trans-
portieren und installieren lassen. Container
gewihrleisten die Trennung und Verwaltung der
auf einem Rechner genutzten Ressourcen. Das
beinhaltet laut Aussage der Entwickler: Code,
Laufzeit Modul, System Werkzeuge, Systembi-
bliotheken — alles was auf einem Rechner instal-
liert werden kann.“ 3

Shttps://de.wikipedia.org/wiki/Docker_
(Software)

4.4.3 Docker-compose

Damit nicht alle Container per Hand auf jedem System
gestartet werden miissen wird eine sogenannte Docker-
compose Datei erstellt, diese ermdoglicht es einem die kom-
plette Docker Konfiguration in einer Datei zu biindeln und
somit auch die jeweiligen Netzwerke einfacher zu konfigu-
rieren.

4.4.4 Traefik
4.4.5 Kubernetes
4.4.6 Grafana

5 Ergebnisse

Wie bewertest Du Deine Ergebnisse? Wie passt das zu
dem, was Du iiber Dein Thema gelesen oder gehort hast?
Was ist gut gelaufen im Projekt, was war schlecht, was
konnte noch verbessert werden? Das simulieren von Gala-
xien ist komplett ohne Optimierungen ein sehr rechenauf-
wendiger Prozess, weshalb einer der wichtigsten aspekte
des Projektes war, die effizienz zu erhéhen.

5.1 Das n-Korper Problem

Das N-Kérper Problem ist blod (aber notwendig D:) (Und
es ermoglicht das ganze erst!)

5.2 Beschleunigung der Berechnung von
Kraften

n? — n-log(n) iasd

6 Darstellung
7 Vektoren

Die Krifte die auf die jeweiligen Sterne wirken werden mit-
hilfe von Vektoren dargestellt. Hierbei ist es sinnvoll eine
einheitliche Vektor-linge zu definieren, welche die Rich-
tung der wirkenden Kraft beschreibt. Die Stérke der Kraft
als Gradient definiert, der von blau (schwach) nach rot
(stark) verlduft. Um die Farbe entsprechend der Kraft dar-
zustellen wird die Stirke der wirkenden Kraft duch eine


https://de.wikipedia.org/wiki/Docker_(Software)
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Sigmoidfunktion geschoben und das Ergebnis in wiefolgt
verwenden: RGB(val, 0, 1-val).

L

= T3 ek (16)

f(x)

7.1 Fazit

Welche Antwort kannst Du auf Deine Forschungsfrage ge-
ben? Hast Du Dein Ziel erreicht? Langsam, Ok, schneller,
Schnell, Hyperspeed!
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